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Abstract. 《Segment-based Light Transport Simulation》是 Wenyou Wang 等人在 SIGGRAPH 2025 上提出的一种通用
光传输模拟框架。传统路径积分方法通常以路径顶点序列作为基本对象，而该工作将扩展路径积分推广为以线段
为基本积分单位；其中每条线段由两个顶点组成，相邻线段的端点可以不重合。基于这一表示，论文定义了线段采
样器、核函数与相应的概率密度，讨论了桥接线段，并使用边际多重重要性采样组合由不同采样过程生成的线段样
本。该框架能够在统一的数学形式下描述多种已有光传输算法，包括单向与双向路径采样、路径过滤以及路径连接
等方法，为分析和组合不同光传输技术提供了更一般的路径空间表述。
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1 引言

《Segment-based Light Transport Simulation》是 Wenyou Wang 等人在 SIGGRAPH 2025 上提出的一种通用
光传输模拟框架[1]。该框架在传统的基于顶点（vertex-based）的光传输模拟基础上推广出基于线段（segment-
based）的表述，使其能够自然地适应多种包含断开子路径的光传输算法。在这一理论框架下，论文定义了
线段采样器（segment sampler）和线段估计器（segment estimator），并讨论了基于线段的路径追踪、双向路
径追踪和双向路径过滤等实例。本文是笔者对该论文的阅读笔记。本篇文章涉及的知识较多，笔者会尽量在
文中补充必要背景。

2 传统的基于顶点的光传输模拟

2.1 直接连接路径的局限性

在传统的蒙特卡洛渲染中，通常通过采样连接光源与传感器的光传输路径来估计图像。此时，采样对象
是一个有序的顶点序列 ⟨v1, v2, v3, … , v𝑛⟩。相邻顶点由线段连接，构成一条连续、完整的光路。然而，这类
完整路径在某些情况下很难采样。如图 1（b）所示，对于 SSS（specular-specular-specular）路径，一旦入射方
向确定，理想镜面 BSDF 只允许沿反射定律给出的方向继续传播，因此可以顺着镜面链逐段追踪。对于 SDS

（specular-diffuse-specular）路径，在漫反射顶点处，传统单向路径追踪（PT）需要在整个半球上随机采样出
射方向。能经过后续镜面反射到达光源或下一个镜面反射平面的方向集合通常很小，如图 1（a）中的 Ω⋆，因
此样本很容易偏离这条路径。双向路径追踪（BDPT）虽然从相机和光源两端生成子路径，但当连接端点落
在理想镜面上时，常规顶点连接必须恰好满足镜面反射约束才有效，而恰好生成复合约束的样本的概率几乎
为 0，因此同样很难构造这类 SDS 路径。
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图 1. SDS路径与 SSS路径的对比

2.2 断开路径复用

在光子密度估计（photon density estimation）和路径滤波（path filtering）等现代渲染方法中，通常先采
样断开的光传输子路径，再近似构造完整路径，以提高样本复用效率[2,5,6]。简单来说，这类方法不要求采样
阶段的子路径已经完全连接。如图 2所示，在断开路径中，相邻子路径的连接端点可以不重合，而只需落在
所用核函数的支撑范围内。

图 2. 连续路径与断开路径

如上一节所述，对于传统的直接连接路径，直接采样到高贡献路径区域较为困难。而复用断开的子路径
可以更有效地利用已有样本，但固定的非零核宽会引入偏差。

2.3 断开路径引发的问题

复用断开的子路径提高了已有样本的利用率，但真实的光传输路径在几何上仍然是连续的。如图 2（b）
所示，B2 和 B3 是相邻两条线段上彼此分离的端点。若要在传统路径积分框架中使用这类断开样本，需要先
将其对应到一条连通路径；未被保留在连通路径中的端点便成为额外顶点（extra vertex）。

2.3.1 顶点合并

Georgiev 等人在 2012 年提出的 VCM 框架（Vertex Connection and Merging）中统一了顶点连接与顶点
合并（vertex merging）[2]。其采用一种拒绝采样策略，在顶点合并中，当两个顶点 v1 和 v2 相距足够近，即
‖v2 − v1‖ < 𝑟 时，二者被视为合并，并通过核函数 𝐾𝑟 (v1, v2) 计算该路径的贡献。以均匀圆盘核为例：

𝐾𝑟 (v1, v2) = 1
𝜋𝑟2 1[‖v2 − v1‖ < 𝑟] (1)

其中 1[⋅] 为指示函数，
1

𝜋𝑟2 为归一化因子。在局部平面近似下，𝐾𝑟 可视为定义在场景表面流形 ℳ 上的

均匀圆盘核。
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2.3.2 边缘化处理

对于这类断开路径，可以将额外顶点视为条件采样过程中的辅助随机变量，并对其进行边缘化。West等
人在 CMIS 中将 MIS 推广到连续策略空间[5]，又在 MMIS 中进一步将每个边缘化域视为连续策略空间，以可
求值的条件 PDF 处理难以直接求值的边缘 PDF[6]。在继续讨论之前，有几个概念需要补充。

策略空间 策略空间 𝒯 是采样策略（technique）的集合。策略是从某个 PDF 生成路径样本的方法。以着色
点为例，我们可以使用以下两种采样方法：

• 策略一（𝑖 = 1）采样光源：直接将着色点与光源连线，此时它的概率密度函数（PDF）是 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡 = 1)。
• 策略二（𝑖 = 2）采样 BSDF：根据材质的粗糙度随机发射一条射线，测试其是否命中光源，其 PDF 为

𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡 = 2)。
于是我们就有策略空间 𝒯 = {1, 2}。这里的 1 和 2 是策略的离散索引。

多重重要性采样 不同策略有其擅长之处，比方说策略 𝑖 = 1 在光源较小时更有优势，策略 𝑖 = 2 则在材质高
光较强时更有优势。为了同时利用多种策略，我们需要引入多重重要性采样（Multiple Importance Sampling，
MIS）。

假设被积函数为 𝑓。使用两种策略 𝑖 = 1、𝑖 = 2 进行重要性采样，可以得到 𝑋1 ∼ 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡 = 1)、𝑋2 ∼
𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡 = 2)，对应的单样本估计量分别为 ̂𝐼1 = 𝑓 (𝑋1)

𝑝 (𝑋1 ∣ 𝑡 = 1)、
̂𝐼2 = 𝑓 (𝑋2)

𝑝 (𝑋2 ∣ 𝑡 = 2)。若要同时考虑这两种采

样策略，可以简单地将它们的采样结果平均：

̂𝐼 = 1
2 [ 𝑓 (𝑋1)

𝑝 (𝑋1 ∣ 𝑡 = 1) + 𝑓 (𝑋2)
𝑝 (𝑋2 ∣ 𝑡 = 2)] (2)

对于特定样本 𝑋，我们希望更适合生成该样本的策略获得更高的权重。因此，对于含 𝑇 种采样策略的
策略空间 𝒯，引入权重 𝑤𝑖 (𝑋) 表示第 𝑖 个策略对该样本的贡献，并要求 ∑𝑇

𝑖=1 𝑤𝑖 (𝑋) = 1。假设第 𝑖 个采样
策略总共生成 𝑛𝑖 个样本，则该策略的估计量为：

̂𝐼𝑖 = 1
𝑛𝑖

𝑛𝑖

∑
𝑗=1

𝑓 (𝑋𝑖,𝑗)
𝑝 (𝑋𝑖,𝑗 ∣ 𝑡 = 𝑖) (3)

其中第 𝑖 个策略的条件 PDF 为 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡 = 𝑖)。使用 𝑤𝑖 (𝑋) 加权组合后：

̂𝐼 =
𝑇

∑
𝑖=1

𝑛𝑖

∑
𝑗=1

𝑤𝑖 (𝑋𝑖,𝑗) 𝑓 (𝑋𝑖,𝑗)
𝑛𝑖𝑝 (𝑋𝑖,𝑗 ∣ 𝑡 = 𝑖) (4)

其中 𝑋𝑖,𝑗 表示第 𝑖 个策略生成的第 𝑗 个样本。

前面的平均例子取 𝑤𝑖 (𝑋) = 1
𝑇 。一个更常用的选择是平衡启发式（Balance Heuristic）：

𝑤𝑖 (𝑋) = 𝑛𝑖𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡 = 𝑖)
∑𝑇

𝑘=1 𝑛𝑘𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡 = 𝑘)
(5)

从式子中可以看出，越容易生成 𝑋 的策略权重越大，因为 𝑛𝑖𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡 = 𝑖) 越大。

连续策略空间 传统 MIS 的策略空间通常是离散的。CMIS 将其推广为由连续参数索引的策略族。对于上文
的断开路径，可以用端点偏移量 Δ = v2 − v1 参数化条件采样策略；随着 Δ 连续变化，策略空间 𝒯 也成为
连续空间。
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CMIS、SMIS与边缘化 在连续策略空间上，由于此时策略空间变为连续的，采样过程被分为了两步。首先
采样一个策略 𝑡 ∼ 𝑝 (𝑡)，其中 𝑝(𝑡) 表示选择策略 𝑡 的密度，𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡) 表示该策略的条件 PDF。再根据策略 𝑡 去
采样 𝑋。所以最终的样本变成了联合随机变量 (𝑡, 𝑋)，而他们的联合 PDF 变为 𝑝 (𝑡, 𝑋) = 𝑝 (𝑡) 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡)，所
以连续多重重要性采样（CMIS）的单样本估计量写为：

̂𝐼CMIS = 𝑤 (𝑡, 𝑋) 𝑓 (𝑋)
𝑝 (𝑡) 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡) (6)

其中的权重 𝑤 (𝑡, 𝑋) 满足 ∫𝒯 𝑤 (𝑡, 𝑋) d𝑡 = 1。
而在实际采样过程中，虽然我们产生的是联合样本 (𝑡, 𝑋)，但其实我们唯一关注的是 𝑋 而不关心其是

由哪个策略生成的。因此我们要对辅助变量 𝑡 进行边缘化（marginalize）。具体来说，就是根据概率链式法
则，在策略空间 𝒯 上对 𝑡 积分，从而得到 𝑋 的边缘 PDF：

𝑝 (𝑋) = ∫
𝒯

𝑝 (𝑡) 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡) d𝑡 (7)

于是我们可以得到连续形式的平衡启发式（BH）为：

𝑤 (𝑡, 𝑋) = 𝑝 (𝑡) 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡)
∫𝒯 𝑝 (𝑡′) 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡′) d𝑡′ (8)

然而，边缘 PDF∫𝒯 𝑝 (𝑡′) 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡′) d𝑡′ 通常没有闭式解。为此，随机多重重要性采样（Stochastic MIS，SMIS）
使用有限个策略样本对其进行蒙特卡洛估计。具体来说，我们独立采样 𝑛 个联合样本：

𝑡𝑖 ∼ 𝑝 (𝑡) , 𝑋𝑖 ∼ 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡𝑖) , 𝑖 = 1, … , 𝑛 (9)

对于固定的 𝑋，边缘 PDF 可以写成关于 𝑡 ∼ 𝑝 (𝑡) 的期望。因此，使用同一组策略样本 𝑡1, … , 𝑡𝑛，有：

∫
𝒯

𝑝 (𝑡′) 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡′) d𝑡′ = 𝔼𝑡∼𝑝(𝑡) (𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡))

≈ 1
𝑛

𝑛
∑
𝑗=1

𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡𝑗)
(10)

这里的
1
𝑛 来自蒙特卡洛样本平均；策略参数仍然按照 𝑝 (𝑡) 采样。将上述边缘 PDF 的估计代入连续 BH，

可以得到连续权重密度的随机近似：

𝑤 (𝑡, 𝑋) = 𝑛𝑝 (𝑡) 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡)
∑𝑛

𝑗=1 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡𝑗)
(11)

需要注意的是，𝑤 (𝑡, 𝑋) 仍然表示连续策略空间上的权重密度，与离散 MIS 权重的定义不同。前面的
CMIS 公式是单样本估计量；对 𝑛 个联合样本的估计量取平均，并使用同一组 𝑡𝑗 估计每个 𝑋𝑖 对应的边缘
PDF，可以得到：

̂𝐼 (𝑛)
CMIS = 1

𝑛
𝑛

∑
𝑖=1

𝑤 (𝑡𝑖, 𝑋𝑖) 𝑓 (𝑋𝑖)
𝑝 (𝑡𝑖) 𝑝 (𝑋𝑖 ∣ 𝑡𝑖)

≈ 1
𝑛

𝑛
∑
𝑖=1

𝑛𝑝 (𝑡𝑖) 𝑝 (𝑋𝑖 ∣ 𝑡𝑖)
∑𝑛

𝑗=1 𝑝 (𝑋𝑖 ∣ 𝑡𝑗)
𝑓 (𝑋𝑖)

𝑝 (𝑡𝑖) 𝑝 (𝑋𝑖 ∣ 𝑡𝑖)

=
𝑛

∑
𝑖=1

𝑓 (𝑋𝑖)
∑𝑛

𝑗=1 𝑝 (𝑋𝑖 ∣ 𝑡𝑗)
= ̂𝐼SMIS

(12)
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给定采样得到的 𝑡1, … , 𝑡𝑛 后，也可以将每个条件 PDF 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡𝑖) 视为一个离散采样策略；每个策略生成
一个样本 𝑋𝑖。此时对应的离散平衡启发式为：

𝑤𝑖 (𝑋) = 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡𝑖)
∑𝑛

𝑗=1 𝑝 (𝑋 ∣ 𝑡𝑗)
(13)

该权重满足 ∑𝑛
𝑖=1 𝑤𝑖 (𝑋) = 1。将其代入离散 MIS 估计量，同样可以得到上面的 SMIS 估计量。

3 论文背景

Veach 等人[4] 通过在一个由所有可能的光传输路径构成的路径空间 𝒫 上的积分来定义每个像素 𝜌 的光
强 𝐼𝜌：

𝐼𝜌 = ∫
𝒫

𝑓𝜌 ( ̄x) d ̄x =
∞

∑
𝑘=1

∫
𝒫𝑘

𝑓𝜌 ( ̄x) d ̄x (14)

其中 𝒫𝑘 是所有由 𝑘 个顶点组成的路径 ̄x𝑘 = {x1, x2, ..., x𝑘} 的集合。其中 𝑓𝜌 ( ̄x) 为路径 ̄x 的贡献，被定
义为：

𝑓𝜌 ( ̄x) = 𝑊𝜌 (x1, x2)
𝑘−1
∏
𝑖=1

𝐺 (x𝑖, x𝑖+1)
𝑘−1
∏
𝑖=2

𝑓𝑟 (x𝑖−1, x𝑖, x𝑖+1) 𝐿𝑒 (x𝑘−1, x𝑘) (15)

注：原文这里疑似存在笔误，原文中式为 ... ∏𝑘
𝑖=1 𝐺 (x𝑖, x𝑖+1) ...，但经过笔者多次验证，确定此

处应为 ∏𝑘−1
𝑖=1 。

其中 𝑊𝜌 是像素 𝜌 的传感器响应函数，用于描述路径首段 (x1, x2) 对该像素测量值的贡献。它通常包括
像素的成像映射、相机的光学响应因素等。𝐺 (x, y) 是几何项。𝑓𝑟 (x, y, z) 是材质的双向散射分布函数（Bidi-
rectional Scattering Distribution Function，BSDF）。𝐿𝑒 (x, y) 是从 y 到 x 发射的光。

在通过公式 15 进行蒙特卡洛路径积分的时候，每个顶点 x𝑖 通过一条边连接到下一个顶点 x𝑖+1，以构建
一个完整的路径。

图 3. 连续的路径

3.1 断开子路径

如前文所述，对于 SDS 等难以直接采样的光传输路径，直接构造完整且连续的路径通常效率较低。因
此，相关方法允许在采样阶段生成并复用断开的子路径，再通过连接、合并或核函数近似构造完整路径，从
而提高这类路径的采样效率。

4 从路径到线段

由上文可知，传统路径积分只描述完整且连通的路径，因此以往方法通常将断开的子路径转化为连通路
径，并消去其中的额外顶点。而该论文提出直接使用线段（segment）把断开的子路径纳入路径积分。因此
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不必强行将其转换成顶点连续的路径。这使得线段能成为独立的采样单元，并基于此设计新的采样与估计框
架。在该论文中，线段由两个顶点定义 ̄s = (x, y)。

4.1 基于线段的路径积分

原文提出的基于线段的路径积分如下：

𝐽𝜌 = ∫
𝒮

𝑔𝜌 ( ̄s) d ̄s =
∞

∑
𝑘=1

∫
𝒮𝑘

𝑔𝜌 ( ̄s) d ̄s (16)

其中 𝜌 是一个像素，𝒮𝑘 = (ℳ × ℳ)𝑘
表示在场景中由 𝑘 个线段组成的线段集的空间，其中 ℳ 表示场

景流形空间。𝑔𝜌 ( ̄s) 是线段集合 ̄s 的贡献函数，定义为：

𝑔𝜌 ( ̄s) = 𝑊𝜌 (s1)
𝑘

∏
𝑖=1

𝐺 (s𝑖)
𝑘−1
∏
𝑖=1

𝐾 (s𝑖, s𝑖+1) 𝑓𝑟 (s𝑖, s𝑖+1) 𝐿𝑒 (s𝑘) (17)

其中几何项的定义为 𝐺 (s𝑖) =
∣nx𝑖

⋅ ⃗s𝑖∣ ∣ny𝑖
⋅ ⃗s𝑖∣

∣x𝑖 − y𝑖∣
2 𝑉 (x𝑖, y𝑖)。其中 nx𝑖

是位于 x𝑖 处的表面法线， ⃗s𝑖 是从 x𝑖

指向 y𝑖 的方向。𝑉 (x𝑖, y𝑖) 是从 x𝑖 到 y𝑖 的可见性指示函数。𝐾 (s𝑖, s𝑖+1) 是核函数（kernel function），用于对
两个线段 s𝑖，s𝑖+1 之间的软连接，会在后文展开介绍。𝑓𝑟 (s𝑖, s𝑖+1) 是一种用于两线段间的 BSDF。

4.1.1 线段背景下的核函数

与 Hachisuka 等人[3] 提出的核函数相比，该论文的核函数的操作对象是一对线段 s𝑖 和 s𝑖+1 其允许核函
数依赖 s𝑖 到 s𝑖+1 的方向。

更准确地说，对于任意固定的线段 s𝑖 和端点 y𝑖+1，核函数都需要关于下一条线段的起点 x𝑖+1 在场景流
形 ℳ 上归一化：

∫
ℳ

𝐾 (s𝑖, s𝑖+1) dx𝑖+1 = 1 (18)

当 𝐾 (s𝑖, s𝑖+1) = 𝛿 (x𝑖+1 − y𝑖) 时，只有满足 x𝑖+1 = y𝑖 的相邻线段具有非零贡献，此时线段路径便退化
为传统的连通路径。

实际使用中可以选取均匀核。令 𝒦 (y𝑖) 表示场景流形上以 y𝑖 为中心的有效区域，则

𝐾 (s𝑖, s𝑖+1) = 1 (x𝑖+1 ∈ 𝒦 (y𝑖))
∫𝒦(y𝑖) dx𝑖+1

(19)

其中分母是有效区域 𝒦 (y𝑖) 在场景流形上的面积，指示函数则保证核函数在该区域之外取零。

4.1.2 线段背景下的 BSDF

在线段路径中，相邻线段 s𝑖 = (x𝑖, y𝑖) 与 s𝑖+1 = (x𝑖+1, y𝑖+1) 的端点不一定重合。为了在 y𝑖 处计算 BSDF，
原文将后一条线段平移到 y𝑖，在保持其方向 y𝑖+1 − x𝑖+1 不变的同时构造一个虚拟的第三顶点：

𝑓𝑟 (s𝑖, s𝑖+1) = 𝑓𝑟 (x𝑖, y𝑖, y𝑖 + (y𝑖+1 − x𝑖+1))
= 𝑓𝑟 (x𝑖, y𝑖, y𝑖+1 − (x𝑖+1 − y𝑖)) .

(20)

6



M. Argoo Research Blog Vol. I No. 1

图 4. 在线段背景下的 BSDF中发生的线段平移

当 x𝑖+1 = y𝑖 时，虚拟顶点恰好等于 y𝑖+1，上述定义便退化为传统连通路径中的 𝑓𝑟 (x𝑖, y𝑖, y𝑖+1)。

4.1.3 递归形式积分

在有了核函数 𝐾 (s𝑖, s𝑖+1) 与 BSDF 𝑓𝑟 (s𝑖, s𝑖+1) 定义后，可以将路径积分写成递归形式：

𝐿 (s) = 𝐿𝑒 (s) + ∫
𝒮1

𝐾 (s, s′) 𝑓𝑟 (s, s′) 𝐺 (s′) 𝐿 (s′) ds′ (21)

其中 𝐿 (s) 是沿线段 s 传输的辐射度，于是像素 𝜌 的强度 𝐽𝜌 可以通过下式计算：

𝐽𝜌 = ∫
𝒮1

𝑊𝜌 (s) 𝐺 (s) 𝐿 (s) ds (22)

在以往的方法中，由于路径贡献中的各项并未全部统一表示为线段的函数，因此将路径积分重写为递归
形式是不可能。而改写成迭代形式将成为论文后文介绍的传播式算法的基础。

4.2 线段背景下的蒙特卡洛估计

线段路径积分既可以通过采样一条完整的线段路径进行估计，也可以根据递归形式逐段采样。首先，设
完整的线段路径 ̄s 由线段空间上的联合 PDF 𝑝𝒮 ( ̄s) 生成，则 𝐽𝜌 的单样本估计量为：

⟨𝐽𝜌⟩ = 𝑔𝜌 ( ̄s)
𝑝𝒮 ( ̄s) (23)

其中 𝑝𝒮 ( ̄s) 描述生成路径中所有线段端点的联合概率密度。

另一方面，根据递归形式采样首条线段 s ∼ 𝑝𝒮 (s)，可以得到像素值的单样本估计量：

⟨𝐽𝜌⟩ = 𝑊𝜌 (s) 𝐺 (s) ⟨𝐿 (s)⟩
𝑝𝒮 (s) (24)

参考公式 21，给定当前线段 s 后，继续采样下一条线段 s′ ∼ 𝑝𝒮 (s′ ∣ s)，便可以递归估计沿 s 传输的辐
射度：

⟨𝐿 (s)⟩ = 𝐿𝑒 (s) + 𝐾 (s, s′) 𝑓𝑟 (s, s′) 𝐺 (s′) ⟨𝐿 (s′)⟩
𝑝𝒮 (s′ ∣ s) (25)

将该递归过程展开后，便得到一条完整线段路径的贡献。

7
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5 线段采样器与线段估计器

该论文将基于线段的渲染过程分为两个阶段：

1. 线段采样：生成一组线段样本。
2. 线段估计：利用已生成的线段样本估计光传输贡献。

下文将分别介绍不同的线段采样器与线段估计器，并讨论它们的组合方式。

5.1 采样器

在本节中将会介绍不同类型的采样器，其中部分采样器在重要性采样性质上表现较弱，因此被选择作为
基线。

为避免混淆，以下记号分别表示不同参考测度下的 PDF：𝑝𝜔 表示关于立体角 d𝜔 的方向 PDF，𝑝𝐴 表示
关于场景表面积 d𝐴 的 PDF，𝑝𝒮 表示关于线段空间 𝒮 的联合 PDF。

5.1.1 均匀采样器

最简单的方法是在场景流形 ℳ 上独立且均匀地采样两个端点 x 和 y，并由它们组成线段 s = (x, y)。由
于两个端点相互独立，线段的联合 PDF 为：

𝑝𝒮 (s) = 𝑝𝐴 (x) 𝑝𝐴 (y) = 1
|ℳ|2

(26)

图 5. 均匀线段采样器

其中 |ℳ| 表示场景流形的总面积。该方法虽然简单，但其 PDF 与线段的光传输贡献无关，因此通常具
有较低的采样效率。

5.1.2 光线追踪采样器

为了使采样 PDF 与几何项 𝐺 (s) 更加匹配，可以使用光线追踪生成线段。首先在场景流形上均匀采样起
点 x，再以表面法线 nx 为中心进行余弦加权半球采样，得到单位方向 ⃗s，最后通过光线投射获得首个交点 y。
将方向上的 PDF 转换为场景流形上的面积 PDF 后，有：

8
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𝑝𝒮 (s) = 𝑝𝐴 (x) 𝑝𝐴 (y ∣ x)

= 1
|ℳ|

|nx ⋅ ⃗s| ∣ny ⋅ ⃗s∣
𝜋 |x − y|2

𝑉 (x, y)

= 𝐺 (s)
𝜋 |ℳ| .

(27)

图 6. 光线追踪线段采样器

由于光线投射只返回沿采样方向可见的首个交点，因此对于实际生成的线段有 𝑉 (x, y) = 1；这里将其
显式写出，是为了与前文几何项 𝐺 (s) 的定义保持一致。

这里补充对于 𝑝𝐴 (y ∣ x) = 𝐺 (s)
𝜋 的推导。有需要的读者可以参考一下。

首先考虑余弦半球分布 𝑝𝜔 ( ⃗s) = |n𝑥 ⋅ ⃗s|
𝜋 ，而余弦半球分布是角域内的分布，但 𝑝𝐴 (y ∣ x) 是关于

场景表面积的 PDF（这是由线段空间的定义 𝒮 = ℳ × ℳ 所决定的），因此由守恒关系可得：

𝑝𝐴 (y ∣ x) d𝐴 = 𝑝𝜔 ( ⃗s) d𝜔

又由 d𝜔 = ∣n⃗𝑦 ⋅ ⃗s∣
|x − y|2

d𝐴，代入上式即可得到 𝑝𝐴 (y ∣ x) = 𝐺 (s)
𝜋 。

进一步地，还可以将 BSDF 𝑓𝑟 (s, s′) 纳入重要性采样。首先在场景流形上采样起点 x，再采样辅助入射方
向 ⃗s′；给定 x 和 ⃗s′ 后，根据 BSDF 诱导的方向采样 PDF 采样出射方向 ⃗s，并通过光线追踪得到第二个顶点 y：

𝑝𝒮 (s ∣ ⃗s′) = 𝑝𝐴 (x) 𝑝𝐴 (y ∣ x, ⃗s′) = 1
|ℳ|

𝑝𝜔 ( ⃗s ∣ x, ⃗s′) ∣n𝑦 ⋅ ⃗s∣
|x − y|2

(28)

9
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图 7. BSDF重要性采样线段

其中 𝑝𝜔 ( ⃗s ∣ x, ⃗s′) 是方向空间中的条件 PDF。由于 𝑝𝒮 需要以表面积为参考测度，根据上文的变量变换，

仍需乘以雅可比因子
∣n⃗𝑦 ⋅ ⃗s∣
|x − y|2

。这类采样器的局限在于，各条线段仍然主要被分别采样，未能充分利用它们

之间的几何关联，因此整体采样效率受到限制。

5.1.3 逐段采样器

如前文所述，独立采样线段难以有效地对贡献函数中通常成对出现的项进行重要性采样。因此，逐段采
样器（sequential segment sampler）沿路径顺序依次生成一组线段，并逐项考虑贡献函数 𝑔 ( ̄s) 中的各个因素。

在线段序列采样过程中，第一条线段可以从传感器端或光源端开始采样。若从传感器端开始，则根据传
感器响应项构造采样 PDF：

𝑝𝑊 (s1) ∝ 𝑊𝜌 (s1) 𝐺 (s1) . (29)

若从光源端开始，则根据自发光项构造采样 PDF：

𝑝𝐿 (s1) ∝ 𝐿𝑒 (s1) 𝐺 (s1) . (30)

其中 𝑝𝑊 和 𝑝𝐿 都是定义在线段空间 𝒮 上的 PDF，𝑝𝐾 则是对线段起点在场景流形上进行采样的表面积
PDF。符号 ∝ 表示按照对应的贡献项归一化；未归一化的贡献项本身不构成 PDF。

接下来，每个子序列线段 s𝑖+1 都可以在以 s𝑖 为条件的情况下采样：

𝑝𝒮 (s𝑖+1 ∣ s𝑖) = 𝑝𝐾 (x𝑖+1 ∣ s𝑖) 𝑝𝐴 (y𝑖+1 ∣ x𝑖+1, s𝑖)

= 𝑝𝐾 (x𝑖+1 ∣ s𝑖)
𝑝𝜔 ( ⃗s𝑖+1 ∣ x𝑖+1, s𝑖) ∣ny𝑖+1

⋅ ⃗s𝑖+1∣

∣x𝑖+1 − y𝑖+1∣2
.

(31)
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图 8. 逐段线段采样器

其中 𝑝𝐾 (x𝑖+1 ∣ s𝑖) 按照核函数 𝐾 (s𝑖, s𝑖+1) 归一化，用于采样 x𝑖+1。得到 x𝑖+1 后，再根据 BSDF 诱导的
方向 PDF 采样下一条线段的方向：

𝑝𝜔 ( ⃗s𝑖+1 ∣ x𝑖+1, s𝑖) ∝ 𝑓𝑟 (s𝑖, s𝑖+1) . (32)

类似 Hachisuka 等人于 2012 年提出的 UPS 算法[3]，论文还考虑了一种近似实现：直接令 x𝑖+1 = y𝑖。这
样相邻线段的端点重合，实际采样结果便退化为连通的线段序列。该近似是为了避免在一般场景流形上在
𝒦 (y𝑖) 内额外实现区域采样和归一化，并复用已有的顺序顶点采样流程。

在这种近似下，x𝑖+1 的实际条件采样分布可表示为场景流形上的 Dirac-𝛿：

𝑝dup (x𝑖+1 ∣ s𝑖) = 𝛿ℳ (x𝑖+1 − y𝑖) . (33)

5.1.4 线段桥接

除了以上的采样方法，论文还在补充资料中提及了有关桥接线段（bridge segment）的内容。其主要作用
是在两条线段之间生成一条桥接线段以链接两条光路。类似 BDPT 中的光路链接。

假设相机光路的末端是 s𝑖−1 = (𝛼𝑖−1, 𝛽𝑖−1)，光源光路的末端是 s𝑖+1 = (𝛼𝑖+1, 𝛽𝑖+1)。如果按照相机 → 光
源的方向，算法会试图生成一条线段 s𝑖 = (𝛼𝑖, 𝛽𝑖) 使得 𝛼𝑖 ∈ 𝒦 (𝛽𝑖−1)，𝛽𝑖 ∈ 𝒦 (𝛼𝑖+1)。即

𝑝𝒮 (s𝑖 ∣ s𝑖−1, s𝑖+1) = 𝑝𝐾 (𝛼𝑖 ∣ 𝛽𝑖−1) 𝑝𝐾 (𝛽𝑖 ∣ 𝛼𝑖+1) (34)

随后对于生成的线段 s𝑖，使用光线追踪计算可见性 𝑉 (𝛼𝑖, 𝛽𝑖)，若 𝑉 (𝛼𝑖, 𝛽𝑖) = 0 则该光路贡献为 0；否
则计算贡献，完成线段桥接。

11
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图 9. 桥接线段采样

5.2 估计器

在讨论线段采样器之后，接下来考察如何复用已采样的线段构造估计器。与顶点不同，线段并不绑定于
特定的采样方向或路径位置，因此同一组线段可以通过多种方式组合成完整的线段路径。

5.2.1 基于顺序采样的估计器

一种最简单的估计策略是，先按照采样顺序得到由 𝑘 条线段组成的线段路径 ̄s = (s1, … , s𝑘)，再使用蒙
特卡洛估计器估计该路径对像素积分 𝐽𝜌𝑘 的贡献：

⟨𝐽𝜌𝑘⟩ = 𝑔𝜌 ( ̄s)
𝑝𝒮 ( ̄s) , 𝑝𝒮 ( ̄s) = 𝑝𝒮 (s1, … , s𝑘) . (35)

图 10. 顺序估计器

其中 𝑝𝒮 ( ̄s) 是生成这 𝑘 条线段的联合 PDF。

12
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采样过程中还可能出现不属于线段路径的辅助变量，例如根据入射方向进行 BSDF 条件采样时使用的入
射方向。这些变量虽然不会被记录为路径中的线段或端点，但会作为条件采样技术的参数，影响后续线段的
采样 PDF。

5.2.2 基于多技术组合的估计器

受 BDPT 算法启发，可以复用已采样线段的不同子序列，通过不同的选取和连接方式构造新的线段路
径。每一种完整线段路径的构造方式都定义了一种线段路径采样技术；这些技术还可以进一步通过 MIS 进
行组合[4]。这里的“线段路径采样技术”表示高层的路径构造策略，与前文介绍的底层线段采样器相区分。对
于固定的 𝑘，考虑 𝑇 个线段路径采样技术；第 𝑖 个技术的联合 PDF 为 𝑝𝑖 ( ̄s)，并生成 𝑛𝑖 条线段路径样本 ̄s𝑖,𝑗，
其中 𝑗 = 1, … , 𝑛𝑖。不同技术可能复用相同或相关的线段子序列：

对应的 MIS 估计器为：

⟨𝐽MIS
𝜌𝑘 ⟩ =

𝑇
∑
𝑖=1

𝑛𝑖

∑
𝑗=1

𝑤𝑖 ( ̄s𝑖,𝑗) 𝑔𝜌 ( ̄s𝑖,𝑗)
𝑛𝑖 𝑝𝑖 ( ̄s𝑖,𝑗)

. (36)

其中权重对任意给定的线段路径都满足

𝑇
∑
𝑖=1

𝑤𝑖 ( ̄s) = 1. (37)

对于相同的线段采样成本，采用多重采样技术可以构建更多线段路径样本。在线段采样成本不变的情况
下，线段路径样本数量增加了。

图 11. 多技术MIS估计器

但这些样本依然是有限种预先定义的路径组合。为了进一步复用同一批线段，后文将会引入递归估计器
（recursive estimator），进一步提高线段复用率。

5.2.3 基于递归的估计器

另一种构造线段路径的方法是利用递归形式，从一个已知对像素有贡献的线段出发，例如连接到相机的
线段。随后，在每次递归扩展中，根据递归项中核函数的非零支撑区域 𝒦 (y𝑖)，从已采样的候选线段中选择
后继线段。不同的后继线段可以来自不同的线段采样技术，例如以不同前置线段为条件的逐段采样。
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图 12. 递归估计器

然而，不同采样技术可能生成可用于同一路径构造的相同或相关线段样本。为了在复用这些样本的同时
正确合并各技术的概率贡献，West等人引入了边缘化多重重要性采样（MarginalMultiple Importance Sampling，
MMIS）。MMIS 同时支持无条件采样技术，以及先采样辅助随机变量 t、再据此采样线段的条件采样技术。

图 13. 基于多技术组合的估计器

设第 𝑖 个技术的辅助变量属于技术空间 𝒯𝑖，并以条件 PDF 𝑝𝑖 (s′ ∣ t) 生成后继线段。将递归积分中的后
继线段空间按这些技术空间划分，并令权重满足

𝑇
∑
𝑖=1

∫
𝒯𝑖

𝑤𝑖 (t, s′) dt = 1, (38)

则递归项可以改写为对所有技术空间的积分之和。对每个技术空间使用 𝑛𝑖 个样本进行蒙特卡洛估计，
可得含有条件 PDF 的多重采样估计器。其平衡启发式权重的分母包含所有技术及辅助变量的边缘 PDF；由
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于该积分通常难以直接计算，MMIS 使用同一批辅助变量样本对其进行蒙特卡洛近似，从而得到下面的可计
算形式。

应用 MMIS 后，可以将这些条件和无条件采样技术统一到递归估计器中，得到：

⟨𝐿 (s)⟩BH = 𝐿𝑒 (s) +
𝑇

∑
𝑖=1

𝑛𝑖

∑
𝑗=1

𝐾 (s, s′
𝑖,𝑗) 𝑓𝑟 (s, s′

𝑖,𝑗) 𝐺 (s′
𝑖,𝑗) ⟨𝐿 (s′

𝑖,𝑗)⟩
BH

∑𝑇
𝑖′=1 ∑𝑛𝑖′

𝑗′=1 𝑝𝑖′ (s𝑖,𝑗 ∣ t𝑖′,𝑗′)
(39)

相应的像素估计器可写为：

⟨𝐽𝜌⟩
BH

=
𝑇

∑
𝑖=1

𝑛𝑖

∑
𝑗=1

𝑊𝜌 (s𝑖,𝑗) 𝐺 (s𝑖,𝑗) ⟨𝐿 (s𝑖,𝑗)⟩
BH

𝑇
∑
𝑖′=1

𝑛𝑖′

∑
𝑗′=1

𝑝𝑖′ (s𝑖,𝑗 ∣ t𝑖′,𝑗′)
. (40)

在实际计算中，虽然可以从相机出发，随着递归层数增加逐层向外展开上述嵌套估计器，但每次递归都
需要考虑所有可能的后继线段，导致计算复杂度随线段数量呈指数增长，实际上难以处理。类似多顶点路径
滤波中的传播式实现，论文补充材料采用基于迭代传播的算法高效计算递归 MMIS 估计器，将指数级的递归
展开转化为可复用的迭代传播过程，从而显著降低实际计算成本。

5.2.4 边缘化线段路径采样

部分线段路径采样技术的组合不适合递归 MMIS 估计器。对于这类情况，可以直接对完整线段路径应用
MMIS。设第 𝑖 个技术生成 𝑛𝑖 条线段路径样本 ̄s𝑖,𝑗。

将完整线段路径空间按技术空间划分，并令各技术空间上的权重满足归一化条件，可以将路径积分写
成：

𝐽𝜌𝑘 =
𝑇

∑
𝑖=1

∫
𝒮𝑘

∫
𝒯𝑖

𝑤𝑖 (t, ̄s) 𝑔𝜌 ( ̄s) dt d ̄s. (41)

对每个技术空间使用 𝑛𝑖 个样本，并将平衡启发式权重中的边缘 PDF 用所有技术样本的条件 PDF 之和近
似，即可得到下面的 MMIS 估计器：

⟨𝐽𝜌𝑘⟩
BH

=
𝑇

∑
𝑖=1

𝑛𝑖

∑
𝑗=1

𝑔𝜌 ( ̄s𝑖,𝑗)
𝑇

∑
𝑖′=1

𝑛𝑖′

∑
𝑗′=1

𝑝𝑖′ ( ̄s𝑖,𝑗 ∣ t𝑖′,𝑗′)
. (42)

这里采用近似的平衡启发式权重；完整推导见补充材料。与 West 等人提出的边缘化路径采样框架类似，
该估计器为实现不同的线段光传输算法提供了一个灵活的通用框架。

6 总结

本论文提出了一种基于线段的通用光传输模拟框架，将传统路径积分中以顶点序列为基本对象的表示
推广到线段路径。通过允许相邻线段的端点彼此断开，该框架可以在统一的积分形式下描述光子密度估计、
路径滤波以及路径连接等依赖断开子路径的渲染方法。

围绕线段这一基本表示，论文分别定义了线段空间、线段贡献函数、核函数和线段背景下的 BSDF，并
进一步给出了均匀采样、光线追踪采样、BSDF 重要性采样、逐段采样以及桥接线段等采样方式。在估计方
面，论文利用多重重要性采样和边缘化多重重要性采样复用不同采样技术生成的线段，并通过递归估计器构
造更多线段路径组合。针对递归估计器可能产生的指数级计算量，论文还采用聚类和迭代传播来共享中间结
果。

总体而言，这项工作的主要价值在于提供了一个更一般的路径空间表述，并将若干已有的采样与估计思
想放入同一框架下进行分析和组合。这样的统一视角有助于梳理不同方法之间的联系，贡献集中体现在表述
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方式和理论组织上，渲染机制本身延续了许多已有思路。与此同时，核函数带来的近似偏差、场景流形上的
区域采样、端点聚类误差以及 MMIS 权重计算仍然是实际实现中的重要问题，也是后续研究可以继续改进的
方向。
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